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1 Inngangur

Nitima hélfleidaratzekni gerir okkur kleift ad mynda tvivio rafeindakerfi. Kerf-
in eru tvivio { peim skilningi ad sterkt innilokunarmaetti verkar 4 rafeindirnar
{ stefnu hornrétt § tvivida flstinn (sem vid munum kalla z-stefnu) og veldur
strjalum orkustigum £%. Orkugeilin milli nzerliggjandi orkustiga £, er margfalt
steerri en allar orkugeilar vegna hreyfinga { sléttunni og kerfio pvi aflfreedilega
tvivitt. Slik tvivio kerfi hafa verid framleidd med mikilli ndkvaemni og hafa pau
verid vinsalt vidfangsefni { grunnrannséknum jafnframt pvi ad hafa hagnytt
gildi.

Nokkrum 6likum adferdum m4 beita til ad mynda tvivitt rafeindakerfi. Sem
deemi md nefna samskeytingu n-AlGaAs og GaAs { einféldum samskeytum og
skammtabrunnakerfi. [ skammtabrunnakerfum eru rafeindirnar innilokadar f
bunnu lagi sem er adeins nokkrir tugir nm 4 pykkt. Par sem bylgjulengd rafeind-
ar { hdlfleidara er venjulega & pessu staerdarprepi pd fdum vid sterk skammtahrif
og strjél orkustig med stérum orkugeilum. Slikt kerfi m4& mynda med pvi ad
rackta AlGaAs kristall med sameindaidun (MBE) og loka sidan fyrir Al gasid
{ skamman tima pannig ad punnt lag af hreinu GaAs myndist & yfirbordinu.
Pegar réttri pykkt er ndd er aftur hleypt frd Al gasinu og aftur tekid til vid ad
raekta AlGaAs. bar sem orkustig leidnirafeinda eru laegri { GaAs munu pzer safn-
ast fyrir { punna GaAs laginu sem gegnir hér hlutverki skammtabrunns. Lagid
gegnir pé adeins hlutverki “brunns” fyrir pverhreyfingar, rafeindunum er ennpg
frjdlst ad hreyfa sig samsfda laginu (sja [1]).

Hin sidustu ar hafa ordid miklar framfarir { svokalladri nanéteekni (sjd t.d.
[2]). Med Dessari taekni er mogulegt ad méta efni 4 nanémetrakvardanum.
Teaknin hefur m.a. verid notud til ad feekka enn frekar hreyfividdum rafeinda {
tvividum kerfum. Pannig hafa verid myndud einvio og jafnvel nillvio kerfi, sem
gjarnan eru nefnd skammtavirar og skammtapunktar (sj4 [3]). I skammtapunkti
eru hreyfingar rafeinda { tvividu kerfi einnig takmarkadar { z- og y-stefnu af
hlidlzegu innilokunarmaetti og maetti pvi flokka sem gervi “atém” med algerlega
strjalt orkuréf, EVF = B + E{/ + E*. Slika punkta m4 mynda med pvf ad aeta
lag af einféldum samskeytum pannig ad eftir standi punktar af n-AlGaAs/GaAs
samskeytum & grunni GaAs kristalls (sjd [4],[5]).

Andpunktur er fyrirbrigdi sem m4 lita 4 sem andhverfu skammtapunkts.
Hann er andhverfa skammtapunkts { peim skilningi ad { stad pess ad binda
rafeindir { strjdl orkustig innan punktsins pd verdur punkturinn forbodna svaedid
og rafeindirnar berast um efnid sem liggur 4 milli punktanna. Slikt kerfi m§
tthbia med pvi ad aeta & reglulegan hdtt got { skammtabrunnakerfi. Vid fdum pd
reglulegt net af “rdsum” par sem rafeindirnar geta ferdast og vixlverkad, hver
vid adra.

[ pessari ritgerd wetlum vid ad skoda eiginleika tvivids rafeindakerfis f sltkri
grind andpunkta.



2 Lysing kerfis

Vid leggjum til grundvallar eftirfarandi andpunkta-maetti til lysingar § virku
meetti kristallsins { sléttunni:

2a
Ulz,y) = Uy cos(lm)cos(ly) . (1)
ay ay
Hér veljum vid grindarfastana a, = a, = 100 nm og mattishaedina Uy 4 steerd-
arprepinu meV. Pessar steerdir eru { samraemi vid pau GaAs kerfi sem haegt er
ad bia til 4 tilraunastofum med niverandi taekni (sjd [7]). Andpunktarnir {
jofnu (1) mynda ferningslaga Bravais-grind eins og synt er 4 mynd 1.
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Mynd 1: Ferningsgrind andpunkta samkvemt jéfnu (1). Hér er a = 1.

Vid munum skoda Bravais-grindina ngnar hér § eftir en beinum ni sjénum
okkar ad eiginleikum andpunktanna (1). Breidd punktanna dkvardast af veld-
isvisinum a. Af pessum visi raedst pvi hversu vel adgreindir andpunktarnir eru,
hver fr4 6drum, og par med hversu breidar “rdsir” liggja 4 milli peirra. betta er
synt & mynd 2
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Mynd 2: Vel einangradur andpunktur (a) og breidur andpunktur med skérun (b).
[ (a) er a =3 en fyrir (b) er @ = 1. Synd er ein frumeining f ferningsgrindinni.



Ef vid ldtum Az vera breidd punktsins { hdlfri hdmarkshed pd er audvelt ad
syna ad

_ 2a, -1/2a
Az = — arccos (2 ) (2)

begar y = 0. Pessi jafna gefur breiddina Az = 26 nm vid o = 4. Med niverandi
taekni er erfitt ad bia til mjog skarpa andpunkta { kerfum med litla lotulengd
og vid takmorkum okkur pvi vid a < 4.

Eins og 40ur hefur komid fram pa svara midjur andpunktanna (1) til fern-
ingslaga Bravais-grindar med grindarféstum a, og a,. Petta er synt & mynd 3.
Grindin er valin pannig ad sérhver Wigner-Seitz frumeining inniheldur einn
andpunkt.

Mynd 3: Grind andpunkta og tilsvarandi nykurgrind. A mynd (a) md sjd
Wigner-Seitz frumeiningu { grindinni og 4 mynd (b) m4 sjd samsvarandi frum-
einingu nykurgrindarinnar, p.e. fyrsta Brillouin sva0id.

Vid veljum sem grunnvigra grindarinnar a; = a,X og a; = a,y. Alla punkta
grindarinnar m4 b4 rita

R = nia; —+ Noay (3)
bar sem ny,ne € 7. Vid getum gkvardad vigra nykurgrindarinnar dtfrd sam-
bandinu

R (4)
Ef vid stingum inn almennu formi grindarvigra (3) 1 jéfnu (4) feest lausnin
K= m1b1 + m2b2 (5)
bar sem mq, my € 7 og
27 2r
b] = —X, b] =Y. (6)
ay ay

Vigrarnir by, by eru grunnvigrar nykugrindarinnar. Allar linulegar samantektir
peirra med heiltslustudlum gefur nykurgrindina en span peirra gefur nykur-
rimid' (sja mynd 8).

' Athugid ad span vigra tdknar allar linulegar samantektir peirra med rauntslustudlum.



Vid viljum nd skoda rafeindir sem eru bundnar { z-y sléttunni af ytra maetti
{ z-stefnu og geta pvi adeins hreyfst frjdlsar { plani grindarinnar. Ef vid gerum
rdd fyrir ad rafeindirnar vixlverki ekki innbyrdis p4d ma lysa dstandi kerfisins
med 6hadum einnar rafeinda dstondum. Astand kerfisins [¥) er b4 tensor-feldi
af 4standi hverrar rafeindar um sig. bad er

W) = [1) @ [2) @ ... @ [Pn). (7)

Hér er |1;) dstand rafeindar ¢ og n er fjoldi peirra. Rafeindadstondin uppfylla
Schrodinger-jofnuna
Hl;) = E;

¥i) (8)
med einnar agnar Hamilton-virkjanum

=P U®R). (9)

[ jofnu (8) héfum vid tdknad orku i-tu rafeindar med E;, og { Hamiltonvirkjanum
(9) er P skridpungavirkinn og R stadarvirkinn. Ofanvarp jofnu (8) 4 stadarvigra-
grunninn {|r)} gefur
h?

H(r) = ——V? 1

(r) QmV + U(r) (10)
bar sem m er virkur massi rafeindar. I GaAs er pessi massi téluvert laegri
en venjulegi rafeindamassinn, p.e. m = 0.067m,. Mattid U(r) { jofnu (10) er
summa innilokunarmaettis { z og andpunkta-meettisins (1),

Ur) =U(z,y) + U(2). (11)

Eins og fram kom { kafla 1 veldur innilokunarmzettid strjdlum orkustigum med
mun staerri orkugeil en breidd allra leyfilegra orkustiga vegna hreyfinga { slétt-
unni. Vid getum pvf 1itid & kerfid sem tvivitt og hunsad maettid U(z) hédan f
fré.

Stkum bess ad andpunktamaettid er lotubundid faest ad meettid { (11) er
lotubundid { z-y sléttunni. Um eigingstond rafeindar { lotubundu maetti gilda
nokkrar almennar reglur og munum vid nt kynnast peim.



3 Rafeind i lotubundnu meaetti

Vid l4tum 1(r) tdkna bylgjufall stakrar rafeindar. T samraemi vid kafla 2 ritum
vid Schrédinger-jofnuna dn segulsvids:

(—%VQ + U(r)) )(r) = Ey(r). (12)

Hér hofum vid dhuga 4 pvi ad skoda lausnir jéfnu (12) pegar meettid U(r) er
lotubundid. Pad er
Ur+R)=U(r), ReR (13)

par sem R er mengi vigra. Rafeindir sem uppfylla einnar agnar Schrédinger-
jofnu med maetti af pessu tagi eru nefndar Bloch rafeindir. Syna md [6] ad
bylgjufsll peirra m4§ rita

ik

Pk (r) = €T upk(r) (14)

par sem
unk(r+ R) = uuk(r), RER (15)

Hér eru k og n skammtatslur sem einkenna sérhvert eiginfall sem er lausn &
jofnu (12). Fyrrnefnda skammtatalan er gjarnan nefnd bylgjuvigur enda gegnir
hin svipudu hlutverki { j6fnu (14) og bylgjuvigur frjdlsrar agnar. Skammtatol-
una n mé rekja til pess ad fyrir gefinn bylgjuvigur k eru til mérg eiginfsll sem
vid getum b4 adgreint med umraeddri skammtélu. Sidar mun koma { 1jés ad n
segir til um hvada orkuborda eiginfallid (rafeindin) tilheyrir. Pessi skammtatala
er pbd nefnd bordavisir.
Vid l4tum ni K vera mengi allra vigra K pannig ad

KR =) (16)
ef R € R. Samkvaemt jofnu (15) og setningu Fouriers m4 pvf rita
ug(r) = Z i (K) K™ (17)
Kek
par sem ik (K) er Fourier-mynd uk(r) og vid hsfum fellt nidur ldgvisinn n, enda

breytir hann engu { peirri roksemdafaerslu sem hér fylgir 4 eftir. Fourier-myndina
skilgreinum vid pannig:
1 :
ik (K) = —/ 'u,k(r)e_ZK'r dr. (18)
C

v

Hér er heildad yfir eina lotu { u(r), sem vid tdknum med C og vid 1dtum v vera
rimmal hennar. Jofnur (14) og (17) gefa nd ad

¢k — Z Ck+Kei(k+K).r (19)
Kek

par sem vid hofum skilgreint cx1x = 4k (K), til einfsldunar & rithetti. Vid
athugum nd ad mattid U(r) er lotubundid & sama hétt og ux. Pad md pvi
einnig rita sem Fourier-r50 { K:

Ulr)= Y. UK )eX'™. (20)
K'ek

6



Vid stingum nd inn jéfnum (19) og (20) { Schrédinger-jofnuna (12). Fyrri
lidurinn gefur
oo K i(k+K)
- —(k+K 21
5V U(r) = KEG}CQ (k +K)* crpce’ (21)

Sfdari lidinn m4d rita

U(I‘)‘lﬂ]d[‘) = ( Z [/(Kl)eiK’-r) (Z Ck+Kei(k+K).r)
K'ek

Kek
- Z Newy e EHEFK)r
K,K'e
= Z Uv( )Ck Kr+Kf/e (k+K”) . (22)
K/ K"ek

[ stdasta skrefinu hofum vid sett K” = K+K’ og notfart okkur ad pegar summad
er yfir 61l K’ € K fyrir tiltekid K € K b4 er pad jafngilt pvi ad summa yfir 5112
K" e K.

Schrodinger-jafnan verdur

: K
Y ekt { (ﬁ (k+K)* - ) ik + Y UK e K’+K} =0. (23)

KekK K/eKX

Sokum pess ad follin e’®T eru hornrétt b4 verdur stzerdin innan slaufusvigans

ad vera nill fyrir sérhvern 1id summunnar { jéfnu (23). Pad er

h2
(2 (k+K)* - E) ark + > UK )ex-xrpx =0 (24)
m K'ek

fyrir 61l K € K. Pessa joéfnu m4 rita 4 samhverfan hdtt med pvi ad framkvema
breytuskiptin K/ — K — K’. P4 faest ad

h?
(2 (k + K) — E) Ck+K + Z U K- K )Ck+Kl =0 (25)
m K'ek

fyrir 61l K € K. Pessi jafna er { raun Shrédinger-jafnan { nykurrdiminu. Nyk-
urrimid m4 skilgreina sem span grunnvigranna fyrir K en mengid K er idulega
nefnt nykurgrindin.

Vid skulum skoda jéfnu (25) adeins nanar. Pegar K hleypur yfir 8ll leyfileg
gildi vio fast k feest jofnuhneppi sem tengir saman studlana ck, ck+K, , Ck+K,» - - -
Lausn bessa jofnuhneppis gefur okkur orkuna F og studlana cx4k f lidun bylgju-
fallsins { jofnu (19).

Til pess ad dkvarda lausn 1,k 4 upprunalegu Schrédinger-jéfnunni (12) og
tilheyrandi orku £, (k) parf pvi ad leysa umraett jofnuhneppi med gefnum bylgju-
vigri k. Bordavisirinn n kemur hér ad gédum notum par sem slikt j6fnuhneppi
hefur margar lausnir fyrir gefinn bylgjuvigur. Vid faum pvi strjalt orkuréf , (k)

? Athugid ad mengid K er étakmarkad, samanber skilgreiningu 1 jéfnu (16).



(n=1,2,...) fyrir fast k. Syna m4 [8] ad pessum orkugildum m4 dthluta gild-
um 4 n pannig ad fyrir fast n sé F, (k) samfellt fall af k og lotubundid pannig
ad:

E,k+K)=F,k), Kek. (26)

Einnig md syna [8] ad b4 er F,, (k) alls stadar diffranlegt fall af k nema { punktum
k = k' par sem orkan er margfold, £, (k") = E,/ (k") fyrir n # n'.

begar orkustigunum er dthlutad n eins og hér hefur verid lyst pd kallast
bau orkubordar. Nafngiftina m4 rekja til pess ad hvert F,, (k) er b4 samfellt og
lotubundid { k, sem pyadir ad pad hefur efri og laegri mork. Fyrir tiltekio n liggja
pvi 6ll orkustigin F, (k) { borda med orku sem liggur § milli pessara marka.

Pad sem hér hefur verid sagt md draga saman { eftirfarandi nidurstédu.
Orkustig rafeinda { lotubundnu maetti mynda orkuborda. Til pess ad dkvarda
orkubordana purfum vid ad leysa jofnu (25) fyrir bylgjuvigur k { nykurrdminu
sem vid l4tum hlaupa yfir smaestu lotu { K. Okkur naegir ad skoda smaestu
lotuna { K s6kum jéfnu (26). Slik lota kallast frumeining og m4d velja hana med
ymsum hatti. Daemi um frumeiningu er fyrsta Brillouin svadid en pad er synt
4 mynd 3 fyrir ferningslaga nykurgrind. Til pess ad orkustigin myndi orkuborda
parf ad thluta visinum n, sem kallast b4 bordavisir, bannig ad F,, (k) sé samfellt
og naestum alls stadar diffranlegt fall af k. Pad verdur vidfangsefni neesta kafla.



4 Utreikningar 4 orkubordum

Samkvemt grein 3 gefur lausn jofnuhneppisins (25) okkur orku og eigindsténd
rafeindar { andpunkta-maettinu (1). Vid endurritum hér jsfnuhneppid til haegd-
arauka:

h? .
(— k+K)* - E) atk+ Y UK -K)ayk =0, VKeK. (27)
2m
K'eK

Hér er K = {K = m1by + maba | mq, my € Z} bar sem by, by eru grunnvigrar
nykurgrindarinnar eins og peir voru skilgreindir i kafla 2. Vid munum skoda
lausnirnar innan fyrsta Brillouin sveedisins og hofum sérstaklega dhuga 4 orku-
bordunum & samhverfudsum { nykurgrindinni. Pessir 4sar eru I'A, AM og MI’
og eru beir syndir 4 mynd 4 (nafngiftir eru hér { samraemi vid [7]). Ef vid

A kyay/2n
,,,,,,,,, V2. M
r A _
12 12 ka2
L e

Mynd 4: Fyrsta Brillouin sveedid fyrir andpunkta-grindina. Mikilveegustu sam-
hverfupunktar 4samt nafngiftum eru syndir.

skilgreinum einingarlausu stikana ¢, og ¢, pannig

t, = ;—;kT (28)
a
ty = #ky (29)

bd m4 rita fyrsta Brillioun svadid sem mengid [—1/2,1/2] x [-1/2,1/2]. Petta
er synt 4 mynd 4. Vid munum notast vid pessa framsetningu svaedisins hédan {
fré.

[ naestu greinum munum vid leysa jofnu (27) fyrir tvé tilvik. Annars vegar
fyrir frjdlsar rafeindir { umraeddri grind og hins vegar fyrir rafeindir sem vixlverka
vid andpunkta { grindinni (sjd kafla 2).

4.1 Frjalsar rafeindir

Strangt til tekid pd hafa frjélsar rafeindir ekki orkuborda eins og lyst var {
kafla 3. Petta sést & pvi ad vixlverkunarmaettid er U(r) = 0 fyrir frjdlsar agnir



og pvf inniheldur mengid R allt rdimid, samanber skilgreiningu pess { jéfnu (13).
Jafna (27) gefur b4 einfaldlega

— h_2k2
2m
sem er gamalkunn stadreynd. Pessi jafna lysir samfelldum orkustigum sem hafa

engin efri mérk en orkubordar hafa nausynlega efri og nedri mérk.
[ stad pess ad skoda algerlega frjlsar rafeindir pa skulum vid skoda rafeindir

{ andpunkta-meettinu (1) pegar Uy — 0. Fyrir slikar rafeindir gefur jafna (27)
ad

B (30)

2

E(k) k+K)*, YKeK. (31)

2m
Pessi jafna lysir fleygboga orkuflstum med midju i grindarpunktum nykurgrind-
arinnar. A mynd 5 m4 sj4 laegstu orkustigin samkveemt jéfnu (31) fyrir k { fyrsta
Brillouin-svaedinu. Pessir orkufletir eru fengnir med pvi ad lata K { jofnu (31)
adeins hlaupa yfir K = 0 og fjéra nastu ndgranna { nykurgrindinni.
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Mynd 5: Leegstu orkufletir frjdlsra rafeinda f ferningslaga grind.

Nii er aetlun okkar ad flokka orkustigin f j6fnu (31) { orkuborda. Petta er hins
vegar ekki vandalaust. Samkvaemt kafla 3 eigum vid ad tdthluta strjdlu orku-
stigunum, sem jafna (31) gefur fyrir sérhvert gildi 4 k, bordavfsi n pannig ad
FE, (k) sé samfellt, lotubundid og alls stadar diffranlegt nema { punktum par sem
strjdlu orkustigin eru margfsld. Pessi skilyrdi dkvarda 6tviraett 3 laegstu orku-
bordana { okkar tilviki. Med haekkandi orku fjdlgar punktum par sem orkustigin
eru margfsld og vid fjérda orkuborda er svo komid ad vid hofum tvo méguleika
4 a0 velja orkustig f bordann pannig ad 6l skilyrdi séu uppfyllt. Til glsggvunar
synum vid orkustigin 4§ samhverfudsum grindarinnar & mynd 6.

Vid pessum vanda miatti biast pvf eins og d4dur hefur komid fram p4 hafa
frjdlsar rafeindir ekki orkuborda heldur samfelld orkustig &n efri marka. Til pess

10
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Mynd 6: Orkustig frjdlsra rafeinda 1 ferningslaga Bravais-grind. Hér er orkan
synd sem fall af k par sem bylgjuvigurinn er l4tinn taka gildi & linum milli
punktanna I'(k = 0), A og M { fyrsta Brillouin-svaedinu. Tvofsld orkustig eru
audkennd med “x 2”.

a0 audvelda okkur samanburd & orkustigum frjdlsra rafeinda og orkubordum f{
grind andpunkta er @skilegt ad flokka frjdlsu orkustigin { “borda”. Vid gerum
bad med pvi ad leysa jofnu (27) med U(r) eins og { jofnu (1) og tokum svo
markgildid Uy — 0. Petta gefur okkur “orkubordana” 4 mynd 7.

4.2 Rafeindir i grind andpunkta

Vid dkvirdum fyrst Fourier-studlana f jofnu (27). Samkveemt skilgreiningu (18)
er

0K) = - / KT (1) dr (32)

v

C
2a
_ Up / / y e_i(Kzr+Kyy) [COS <lx> cos (13/)] . (33)
GxQy Jo 0 sz Gy

[ stdara skrefinu hsfum vid stungid inn rimmali frumeiningar, p.e. v = Uy Ly,
og valid hentuga frumeiningu C fyrir grindina. Eins og vid var ad bdast p4 eru
Fourier-studlarnir { jéfnu (33) mjog hddur veldisvisinum «. Til ad byrja med
skulum vid setja @ = 1. P4 faest ad

00) = (K f(Kya,)

- %f(K-al)f(K-az) (34)
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Mynd 7: Laegstu orkustig frjdlsra rafeinda i ferningslaga grind. Orkustigin hafa
verid flokkud { sex “borda”.

pbar sem fallid f er
: 1 22% — (2m)?
1 1 z* — (2m) (35)

Athugum ni ad K = m;b; + myby og
a; - b; =27d;;. (36)

Jofnu (34) md pvf rita

%f(Qﬂ'ml)f(Qﬂ'mg) (37)

U(K(m1, ms)) 1
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med mq,mz € Z. Med beinni innsetningu { jofnu (35) feest nd ad

)
Up/4  ef (my,mz) = (0,0)
: _ ) Uo/8  ef (Jmi],|ma]) € {(0,1),(1,0)}
VKM M) =4 0y/16 ef (jmal, Imal) = (1, 1)
0 annars.

(38)

betta er athyglisverd nidurstada. Jafna (38) segir ad Fourier-studullinn
U(K — K') hverfi ef munurinn 4 nykurvigrunum K og K’ er meiri en sem nemur
einum grunnvigri { hvorum paetti. bad er

UK-K)=0 ef (K-K)-a]>2r (39)

bar sem ¢ = 1,2. Pad pydir ad jafna (27) tengir adeins saman studlana cx1x 0g
ck+K' & ferningi { kringum K. Petta er synt 4 mynd 8.

L] L] ky “ L] L]
1) 01 11
i
b,
(10 10
Po ————————o
by ky
-by-b
(1-1) (0-1) (1-1)

Mynd 8: Ahrifasvaedi meettisins U(r) { nykurrdminu bpegar o = 1. Hér er
k = K — K’ og skyggda svaedid er ferningurinn par sem ghrifa maettisins gaetir
{ jofnu (27).

bessi stadreynd gerir okkur kleift ad einskorda okkur vid hluta nykurgrind-
arinnar K 4n pess ad tapa upplysingum eda ndkvaemni. Okkur naegir t.d.

hlutrimid?
K' = {K' = miby + maby | [mq], |ma| < 1}. (40)

ef @tlunin er ad skoda ghrif maettisins 4 allra leegstu orkustigin (fyrsta orkuboro-
ann). Hér héfum vid hins vegar dhuga & dhrifum maettisins § nokkra laegstu
orkubordana. Samkvemt jofnu (31) { grein 4.1 og j6fnu (39) getum vid pd
takmarkad okkur vid hlutrimid

K' = {K' = mib; + mabz | |m|, |my| < 2}. (41)

IPetta sést med pvi ad velja K = 0 { jéfnu (39).
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Petta hlutrdm inniheldur 25 nykurvigra og jéfnur hneppisins { (27) verda pv{
25. Vid leysum betta jofnuhneppi tolulega (sjd vidauka A) fyrir prji orkugildi
Up = 0,1,5 meV. Nidurstodur eru birtar 4 mynd 9. Fins og vid var ad biast
fAum vid sému orkuborda og { grein 4.1 pegar Uy = 0 meV. A mynd 9 sést
gloget hvernig andpunktamaettio brytur upp margfeldnina { orkustigum frjélsu
rafeindanna, pau klofna og rada sér f orkuborda. Vid skulum skoda pessa klofnun
6gn ndnar.

Med einfoldum truflunarreikningi [6] md syna ad &hrif veiks lotubundins
meattis 4 orkustig frjdlsra rafeinda eru mest nzerri Bragg-plénum. Samanburdur
4 tilviki (A) og (B) 4 mynd 9 stadfestir petta. Athugid ad hér meetast prju
Bragg-plén { punktinum M og samhverfudsinn AM liggur 4 Bragg-plani (sjd
mynd 10). Farsla orkustiganna verdur pvi mest 4 bilinu A til M eins og sést 4
mynd 9.

[ pvf tilfelli ad orkustig frjdlsra rafeinda er tvisfalt 4 Bragg-plani gefur 1. stigs
truflunarreikningur ad pad klofni f tvo adskilda borda med orkugeil (sj4 [6])

AE = 2|U(Kis)|. (42)

Hér er Ky = K; — Ky og nykurgrindarvigrarnir K; eru midpunktar peirra
tveggja frjalsra orkuflata { jofnu (31) sem skarast 4 Braggplani og gefa umraett
tvofallt orkustig.

Dami um petta tilfelli eru fyrsti og annar orkubordi { punkti A 4 mynd 9.
Grindarvigrar frjélsu orkuflatanna eru K; = 0 og K3 = b;. Jafna (42) og (38)
gefa ad pessi orkustig klofni { orkuborda med orkugeil

1

fyrir Iitil gildi & Uy. Hér er 4tt vio Itil gildi midad vid frjdlsu orkustigin { pessum
punkti. Petta gildir pvf ekki pegar Uy = 1 meV eins og 4 mynd 9 (B). Par feest
klofnun upp 4 0.22 meV sem er um 10% frd AF. Ef vid hins vegar laekkum Uy
nidur { 0.01 meV faest klofnun upp 4 2.495 peV, { gédu samraemi vid jofnu (43).
Sndum okkur nid ad peim margféldu orkustigum sem klofna ekki & Bragg-
plani. Deemi um betta eru 2./3. orkustigid { M. I pessum punkti meetast prjui
Bragg-plén, p.e. plan (11), (10) og (01). Orkustig frjélsu rafeindanna

2

E1 = FL—k2

2m
E, = h—Z(k—K(l 1))?

2m k
B = I ac-x(,0)

2m k
By = o~ (k-K(0,1) (44)

eru pvi margfold med orku Epr = 1.12 meV pegar k = kas. I pessum punkti
eru umradd orkustig vel adskilin fra 6drum orkustigum, samanber mynd 9 (A).
Fyrsta stigs ndlgun 4 jofnu (27) fyrir Iitil Uy gefur b4 ad neerri kps séu trufludu

14



5.6

E [meV]

E [meV]

E [meV]

Mynd 9: Orkubordar rafeinda { ferningsgrind andpunkta med meettishaed
Up =10 meV (A), 1 meV (B) og 5 meV (C). Bordarnir eru syndir 4 samhverfu-
dsum nykurgrindarinnar. Tvéfaldir bordar eru audkenndir med “x 27.
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Mynd 10: Bragg-plon { tviviori ferningsgrind. Adeins eru synd pau plén sem
afmarka fyrstu prji Brillouin-svaedin.

orkustigin lausnir &

E.—-E 0, U, U,
U, Ey,—E U, U,
’ . . =0 45
U, U, F3—F U, (45)
U, U, U Fy— F

bar sem Uy := U(1,0) = U(0,1) og Uy := U(1,1). T kps eru nillstédvarnar

Ey — Uy (tvofold)
E=1{ Ey+U, 20, (46)
Ey 4+ Uz + 20,

betta kemur heim og saman vid klofnun orkustiganna 4 mynd 9. Takid eftir pv{
ad margfeldnin { M helst tvofold p6 svo ad Up = 5 meV sem getur ekki talist 1itid
{ pessu samhengi. Pessi margfeldni er { raun almennur eiginleiki ferningssam-
hverfunnar { grindinni ef vio tokum ekki tillit til spuna-brautar vixlverkunar, eins
og hér er gert. bPetta kemur skyrt fram 4 mynd 11. Par sjdum vio einnig hvernig
frjdlsu “orkubordarnir” hafa mykst og F, (k) er ni badi samfellt og diffranlegt.
Petta kemur einnig fram 4 mynd 12 par sem vid synum 6 laegstu orkubordana {
andpunktagrindinni. T kafla 3 kom fram ad ekki er hagt ad tryggja diffranleika
{ punktum par sem orkubordarnir eru margfaldir. Petta gildir t.d. fyrir 3. og 4.
orkubordann { punkti A 4 Mynd 9.

Ad lokum skulum vid athuga &hrif skarpari andpunkta & rafeindirnar.
bessu augnamidi veljum vid o = 3 { j6fnu (1). Fourier paettir pessa meettis eru
umtalsvert fleiri en fyrir @« = 1 og dhrifasvaedi maettisins { nykurriminu er pv{
toluvert staerra. Jofnuhneppid (27) tengir ni studlana cxpk vid 48 naestu nd-
granna f nykurgrindinni—{ stad 8 §dur. Til pess ad skoda 9 laegstu orkubordana
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Mynd 11: Lagstu orkufletir frjalsra rafeinda f ferningslaga grind. A efri mynd-
inni er Uy =1 meV en 5 meV & peirri nedri. [ badum tilfellum er o = 1.

purfum vid grunn 81 grindarvigra og jafna (27) gefur okkur pa Hermetisk eig-
ingildisvandam4l fyrir 81 x 81 fylki. Lausnin, p.e.a.s. orkubordarnir, er synd 4
mynd 13 fyrir tvé mismunandi gildi & maettishaed. Hér klofna 3. og 4. orkustigio
i A enda hefur ni andpunktamaettid ekki lengur hverfandi Fourier-pgtt fyrir
nykurvigurinn K(2,0). Eins og vid var ad biast verda orkubordarnir b4 diffran-
legir. A0 60ru leyti eru orkubordarnir keimlikir bordunum & mynd 9. Fins og
40ur haldast orkustigin tvofold { kas.
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Mynd 12: Laegstu orkubordar rafeinda f ferningslaga andpunktagrind. Hér

meettishaedin Uy = 5 meV og a = 1.
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Mynd 13: Orkubordar rafeinda { ferningsgrind skarpra andpunkta (o = 3) med
maettishaed Uy = 5 meV (A) og 10 meV (B). Bordarnir eru syndir 4 samhverf-
uisum nykurgrindarinnar.
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5 Akvérdun efnamaettis

[ pessum kafla er setlunin ad dkvarda efnameettid, p(n, T), fyrir frjdlsar rafeindir
{ tvividd annars vegar og rafeindir { grind andpunkta hins vegar. Efnamaetti
tvivids rafeindakerfis dkvardast af sambandinu

dk
n=2 / ! (F09) (47)

par sem f(F) er Fermi-fallid:

1
f(E) = (E- T 11" (48)

[ jofnu (47) er heildad yfir allt nykurrimid og vid margféldum dtkomuna med 2
vegna spuna rafeindanna. Staerdin n er hér péttleiki rafeindanna, T er hitastig
kerfisins og kg er Boltzmann fastinn. Vid ritum gjarnan efnamaettid p sem fall af
n og T stkum pess ad sidarnefndu staerdirnar eru ytri stikar f tilraunum. Pad er,
vid getum stjérnad hitastiginu og péttleikanum og efnameettio dkvardast pd af
jofnu (47) sem er hdd n og T. Vid munum velja "= 1 K og n 4§ staerdarprepinu
10™ em=2 1 pvf sem 4 eftir fer.

5.1 Frjalsar rafeindir

Fyrir frjalsar rafeindir er samband orku og bylgjuvigurs

h2k?

2m

E(k) =

(49)

eins og fram kom f grein 4.1. I heildinu f jfnu (47) er b4 hentugt ad skipta yfir
{ pélhnit og heilda yfir £ { stad k,

no= [Seseyae

(E—p)/kgT
— o e i

- thBTln (14 e/*aT) . (50)
s

Jofnu (50) md umrita fyrir g og faest pd
p(n,T)=kgTIn (e“’”/kBT — 1) (51)

bar sem v := h’r/m. Jafna (51) er efnamzetti tvivids rafeindagass. A mynd 14
er synt hvernig pad leggst { bordabygginguna.

5.2 Rafeindir i grind andpunkta

Vid aetlum ni ad leysa jofnu (47) pegar F/(k) er gefid med orkubordunum sem
vid reiknudum { grein 4.2. Fyrir orkuborda er venjan ad rita jéfnu (47) 4 eilitid

annan hétt:
dk
nZQ;/B Wf(Ez(k)) (52)
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Mynd 14: Efnamaetti tvivios rafeindagass vid fast hitastig 7" = 1 K en breyti-
legan fjolda agna & frumeiningu, N, sem syndur er § hagri 1604s. Péttleiki peirra
faest med sambandinu n = N x 1019 em=2,

Hér er F;(k) orkubordi nimer i og adeins er heildad yfir eina frumeiningu B
{ nykurgrindinni, venjulega fyrsta Brillouin-sveedio eins og nafngiftin gefur til
kynna. Til pess ad leysa pessa jofnu fyrir efnamaettid beitum vid tslulegum
adferdum (sjd vidauka B). Nidurstédur eru birtar 4 mynd 15. Par kemur fram

se

52 |

4.8 \/

44

40 b

36 E

32}

28

24 """

2.0

16

12 b

08 |

04 b

0.0 il
r

PaIZANN)

E [meV]

A M r

Mynd 15: Efnamaetti rafeinda 1 grind andpunkta vid fast hitastig 7" = 1 K
en breytilegan fjtlda agna & frumeiningu, N, sem syndur er & haegri 1604s.
péttleiki peirra faest med sambandinu n = N x 10'° cm=2. Hér er maettishaed
andpunktanna Uy =5 meV og o = 1.

ad vid agnapéttleikann n = 3.5 x 10'° cm~2 er kerfid h4lfleidari med granna
orkugeil. Geilin er um 0.4 meV en kgT’ ~ 0.1 meV vid hitastig 4 staerdarprepinu
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1 K. Annars er hér, eins og gjarnan { tvividum kerfum, um mdlmkennt kerfi ad
raeda.
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6 Fermi yfirbord

[ pessum kafla setlum vid ad skoda svoksllud Fermi-yfirbord. Vid skilgreinum
fyrst Fermi-orkuna sem markgildid af efnamaettinu pegar hitastigid stefnir &
alkul,

ep = lim p. (53)

T—0

Audvelt er ad taka petta markgildi af efnameettinu 7 (51). Afraksturinn er
Fermi-orkan fyrir tvivitt rafeindagas:

Hér er v = A% /m. Fermi-orkan er oft notud sem nalgun fyrir efnamaettid enda
er munurinn & pessu staerdum saralitill vid ldgt hitastig. [ kafla 5 hefdum vid
eins getad notad Fermi-orkuna (54) { stad efnamaettisins (51) vid 7' =1 K. Vid
sndum okkur nd ad pvi ad skilgreina Fermi-yfirbord.

Vid T' = 0 hagar sér Fermi-fallid (48) eins og prepafall { ' = p(n,0). Sam-
kvaemt skilgreiningu (53) er u(n,0) = ep. Oll dstand med orku minni en Fermi-
orkan eru pvf setin en &ll 6nnur tém. Petta leyfir okkur ad skilgreina yfirbord
{ nykurriminu sem skilur ad setin og ésetin dsténd vid 1" = 0. Pbetta yfirbord
hefur fasta orku, sem er Fermi-orkan, og kallast Fermi-yfirbord. Grein Fermi-
yfirbordsins { n-ta orkubordanum er pad yfirbord { nykurriminu sem uppfyllir
jofnuna

E,k)=¢F (55)

Slik grein parf ekki naudsynlega ad vera til. Athugid jafnframt ad { tvividd
markast Fermi-yfirbordin af skurdferli Fermi-orkunnar vid orkubordana og “yf-
irbordin” eru pvf Iinur.

Til pess ad skoda Fermi-yfirbord fyrir rafeindir { grind andpunkta gerum vid
b4 ndlgun ad ep & u(n, 1 K). Vid skodum sému andpunkta og  kafla 5 og 14tum
n = 6 x 10 cm~2. Tilsvarandi Fermi-orka liggur { 3. orkubordanum eins og
synt er 4 mynd 16. Par koma einnig Fermi-yfirbordin fram { formi skurdferla,
eins og 40ur var minnst 4.

Fermi-yfirbordio fyrir frjélsu rafeindirnar m4 dkvarda beint med pvi ad leysa
jofnu (55) fyrir “orkubordana” f jéfnu (31) f grein 4.1. Lausnin er synd 4
mynd 17. Til pess ad dkvarda yfirbordid fyrir andpunktagrindina notum vid
hins vegar tolulegar adferdir—eins og svo oft 4dur. Frd rdmfraedilegu sjénar-
horni er vandamilid sem vid okkur blasir pad ad dkvarda skurdferil plansins og
sveigda yfirbordsins sem synd eru 4 nedri hluta myndar 16. En hér héfum vid
ekki fdgada framsetningu 4 yfirbordinu eins og { tilviki frjalsa rafeindagassins og
getum pvi ekki leyst jofnuna (55) med hreinni algebru. Pess { stad reiknum vid
it orkugildin { 3. orkubordanum & péttu punktaneti og gerum tvilinulega nélgun
4 orkunni innan hvers fernings. Med tiltslulega einfsldum algoritma mé dkvarda
skurdferil plans vid slikt yfirbord. Nidurstédurnar eru syndar 4 mynd 18. begar
myndin er borin saman vid mynd 17 verkur tvennt athygli. Fermi-yfirbordid
er ni hornrétt 4 Bragg-plénin (sjd mynd 10) og flatarmdl setnu dstandanna {
nykurrdminu er minna en 4 mynd 17. Fyrrnefnda atridid m4 rekja til samhverfu
grindarinnar: jafnmaettisferlar eru oftast hornréttir 4 Bragg-plén par sem beir
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Mynd 16: Skurdur Fermi-orku vid 3. orkuborda. Efri myndin synir tvivitt
rafeindagas en si nedri rafeindir { grind andpunkta. Hér er agnabéttleikinn
n =6 x 10'° cm™% og andpunktarnir hafa meettisheed Uy = 5 meV og a = 1.

skera plénin. Sidarnefnda atridid er afleiding af breyttri bordabyggingu. Eins
og sést & myndum 14 og 15 p4 eru orkubordarnir { pessum tveimur kerfum
t6luvert Slikir, t.d. liggur fyrsti orkubordinn mun nedar { andpunktakerfinu en
rafeindagasinu. S4 fjsldi setinna dstanda sem virdist { fljétu bragdi 4§ vanta til
a0 rafeindapéttleikinn sé hinn sami { kerfunum er pvi veginn upp af meiri satni
{ nedri orkubordum andpunktakerfisins.

Audvelt er ad syna ad péttefni med hilffylita orkuborda hefur 2t{d m4lm-
kennda eiginleika (sj& [6]). A myndum 16 og 18 kemur greinilega fram ad 3.
orkubordinn er adeins fylltur ad hluta vid rafeindapéttleikann n = 6 x 10'® em—2
{ andpunktagrindinni. Reyndar er svo vid flestar adstaedur { kerfinu okkar; orku-
bordar eru hilffylltir og kerfio pvi mélmkennt.
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tx

Mynd 17: Grein Fermi-yfirbords { 3. Brillouin-svaedinu fyrir tvivitt rafeindagas
med agnapéttleika n = 6 x 10'© em~2. Setnu 4sténdin eru utan krossins.

tx

Mynd 18: Grein Fermi-yfirbords { 3. Brillouin-svaedinu fyrir rafeindir i grind
andpunkta. Rafeindapéttleikinn er n = 6 x 10'° cm~2 og maettishaed andpunkt-
anna Uy =5 meV og o = 1. Setnu 4sténdin eru utan krossins.
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7 Lokaoro

Hugmyndin ad pessu verkefni kviknadi sfdla arsins 1995 og var pd strax hafist
handa vid vinnslu pess. Pessi vinna stéd sfdan, med nokkrum hléum b4, fram 4
mitt naesta 4r. Efnid hefur pvi fengid gédan tima til ad gerjast hjd héfundinum
og timi gafst til skipulagdrar og vandadrar forritunar. Forritunin fyrir petta
verkefni var toluverd; rimlega 2000 forritslfnur liggja ad baki peim nidurstédum
sem hér eru birtar. Leitast var vid ad velja tolulega algoritma sem gaefu af sér
litla skekkju og haegt veeri ad tdtfeera & hradvirkan hdtt { télvu. Sidara skilyrdid
var afar mikilvaegt par sem allir reikningar voru framkvaemdir 4 50 Mhz 486
Linux-vél med 8 Mb { minni. I dag telst slik télva ekki einu sinni bodleg sem
“fermingar-vél” en hin stéd sig engu ad sidur prydilega vid petta verkefni. Ad
jafnadi téku tdtreikningar um 15 minitur en pa métti keyra f bakgrunni medan
unnid var ad 6drum hlutum verkefnisins. Akvordun efnamaettisins fyrir tiltélu-
lega hétt hitastig fol { sér timafrekustu dtreikningana (um 8 klukkustundir). pad
mi rekja til pess ad med haekkandi hitastigi nzer Fermi-fallio til fleirri dstanda
og pvi parf ad steekka dstandsgrunninn umtalsvert sem margfaldar reiknitima.

Hér hefur verid leitast vio ad kanna eiginleika tvivids rafeindakerfis { grind
andpunkta. Megin nidurstadan er si ad ofast er um mélmkennt kerfi ad reda
og kemur petta heim og saman vid adrar hlidstaedar rannséknir. Hafa ber { huga
ad pessi nidurstada er fengin med beitingu tiltekinnar adferdar en ymsar adrar
adferdir eru moégulegar vid orkubordattreikinga (sjd [6]). Vid héfum t.d. gert
b4 ndlgun ad rafeindirnar séu naestum pvf frjdlsar { andpunktagrindinni (nearly
free electron approx.) enda er pad réttlaetanlegt par sem lita ma 4 punktana
sem veika truflun { rafeindagasi. Pad er pvi edlilegt ad xtla ad slik ndlgun
gefi sennilegar nidurstodur fyrir kerfid okkar. Vid gerum jafnframt pd ndlgun
ad rafeindirnar séu 6hadar (independent electron approx.). Slik ndlgun barf
ekki naudsynlega ad hunsa 6ll §hrif vegna vixlverkana milli rafeinda. Velja m§
lotubundna meettid U(r) pannig ad bad taki einnig til vixlverkana rafeindanna
ad einhverju leyti. Valio 4 maettinu kallar 4 sjglfsamkvaema reikinga, eins og t.d.
Hartree-Fock, svo vel sé. Pad eykur umfang ttreikninganna téluvert og pvi var
farin st leid ad ldta U(r) adeins innihalda andpunktamattid, sem er audvitad
fyrirfram pekkt. Naegir p4 ad hornalinusetja Hamilton-virkjann einu sinni fyrir
hvern punkt { nykurrdiminu sem vid hfum dhuga 4. En hver svo sem adferdin er
béd md atla ad megin nidurstadan standi ébreytt pétt bordabyggingin breytist
liklega ad einhverju leyti.

Eg vil ad endingu nota takifarid og faera Vidari Gudmundssyni, umsjénar-
manni pessa verks, sérstakar pakkir fyrir gédar dbendingar og fddema polin-
maedi.
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A Toluleg lausn Hermetisks eigingildisverkefnis

Fyrir okkur liggur pad verkefni ad dkvarda eigingildi N x N Hermetisks fylkis
A; bad er ad finna N eigingildi A, pannig ad

Ac, = \,c, (56)

par sem A* = A. Tilsvarandi eiginvigrar eru ¢, en & peim héfum vid ekki
dhuga hér. Eigingildisverkefnid { jéfnu (56) ma rita 4 jafngildan hdtt sem leit
ad nillstsdvum dkvedu:

det (A — A,I) = 0. (57)

A pessu formi er einmitt jéfnuhneppid (25) 1 kafla 3. Ymsar leidir m4 fara til ad
leysa jofnu (57) en venjulega er si leid farin ad minnka fyrst umfang verkefnisins
med pvf ad koma fylkinu A prfhornalfnuform. Sfdan m4 dkvarda eigingildin fyrir
A med pvi ad dkvarda eigingildin fyrir prihornalfnufylkid, sem kostar tiltélulega
litla fyrirh6fn. Vid skulum Ifta 4 pad verkefni.

Létum B vera N x N fylki sem er fengid med pvi ad prfhornalfnusetja A.
Létum By vera fylkid sem inniheldur fyrstu k lfnur og &k ddlka fylkisins B. Fylkin
B og By eru augljéslega Hermetfsk. Skilgreinum ni kennifallid f; pannig

br—p  m
RE NP Rl T
fr(p) = det (By, — pl) = : :
e Ye—t
Vie1 Br—n
Audvelt er ad leida it rakningarformio

fk(#) = (ﬂk - H)fk—l(#) - |7k—1|2fk—2(ﬂ) (59)

bar sem vid setjum fo(x) = 1 og fi(1) = B — p.

Syna md ad runan fo(u), fi(p), ..., f;(¢) hefur eiginleika Sturm-runu (sja
[9]). Pad byodir ad fjsldi skipta sem runan skiptir um formerki fyrir gefid
er jafn fjolda eigingilda fylkisins B; sem eru minni eda jofn p. I ljési pess ad
By = B fast eftirfarandi nidurstada: Fjsldi skipta sem formerkid breytist {
rununni

Fi(w)s folp)y ooy In(p0) (60)

er jafn fjslda eigingilda A sem eru minni eda jofn p. Pessi stadreynd kemur
okkur ad gagni 4 margan hitt. Hana m4 nota til ad dkvarda fjslda eigingilda
4 tilteknu bili og vid getum pvi beitt helmingunarleit 4 drangursrikan hatt.
Hin getur einnig sagt til um margfeldni eigingilda, sem helmingunarleitin getur
ekki. T raun naegir Sturm-runu eiginleikinn til ad dkvarda 6ll eigingildi en slik
adferd er almennt heegvirk og vid beitum pvi helmingunarleit med Sturm-runu
eiginleikann sem hjdlpartdl.

Til pess ad gera kerfisbundna leit ad sllum eigingildunum er mikilvaegt ad
vita hvar skal hefja leitina. Svoksllud Gerschgorin mérk koma hér ad gédum
notum (sjd [10]). Pau gefa ad

max {Bn' - Z |B¢j|} > A\, > min {Bii + Z |B¢j|} (61)

i i
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fyrir 6ll n. Fyrir fylki & prfhornalfnuformi, eins og hér eru til umraedu, gefa
summurnar { jénu (61) { mesta lagi 2 lidi.
Vid getum pvi dkvardad eigingildi fylkisin A med eftirfarandi adferd:

1. Studlafylki jofnuhneppisins A er komid yfir 4 prihornalinuform, B, med
adferd Householders.

2. Mork eigingilda B eru fundin med Gerschgorin mérkum.

3. Eigingildi fylkisins B eru fundin med helmingunaradferd innan Gerschgorin
markanna og adstod Sturm-rununnar (60).

Atrioi 1 er tekid til athugunar f vidauka C.

28



B Té6luleg dkvordun efnamaettis

Efnamaetti kerfis med orkuborda F;(k) dkvardast af jéfnunni

dk
n= 22/}5 ! (i), (62)

bar sem n er péttleiki agna og f er Fermi-fallid eins og pad er skilgreint {
jofnu (48) { grein 5. Vid notum tvivida trapisu-adferd til pess ad ndlga heildid
(sveedid B er tvivitt). Pad er, vid skiptum sveedinu B { smda ferninga og reikn-
um 1t gildi orkubordanna { hornpunktunum. Petta gerir okkur kleift ad dkvarda
gildi Fermi-fallsins i pessum punktum (fyrir tiltekid p) en 4§ milli peirra gerum
vid tvilinulega nilgun. P4 faest ad

nmz%{iZﬂE(kH% S AEK))+ D f(E(k))}- (63)
7 By

8B\ Bo B\9B

Hér er [ hlidarlengd ferninganna { nykurriminu, By inniheldur hornpunkta B
og OB er jadar B. Syna m4 ad skekkjan { pessu mati heildisins er O(I%) (sjd
[10]). Ef vid drégum n fra badum hlidum jéfnu (63) b4 getum vid 1itid svo 4
a0 efnamaettio p sé nillstéd hennar. Vid notum efnameetti frjdlsra rafeinda sem
fyrstu dgiskun fyrir 4 og beitum sidan helmingunaradferd.
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C Hradvirk utfersla 4 adfero Householders

Pad er afar mikilveegt ad tdtfaerslan 4§ adferd Householders sé hradvirk og érugg.
Vid purfum ad prfhornalinusetja N x N fylki par sem N ~ [\/n + 2a]? ef vid
etlum okkur ad skoda n legstu orkustigin { grind andpunkta & forminu (1). At-
hugid ad hér tdknar [z] heiltéluhluta z. Petta parf ad gera  sérhverjum punkti
nykurrdmsins par sem vid héfum dhuga 4 orkustigunum. Vegna ferningssam-
hverfu naegir okkur ad skoda 1/4 hluta fyrsta Brillouin-svadisins. Engu ad sidur
purfum vid reikna orkustigin fyrir fjélda nykurvigra & pessu svaedi til pess ad
geta dregid upp mynd af samfelldum orkubordum. Finnig purfum vid 4 talsvert
morgum gildum ad halda til mégulegt sé ad heilda yfir orkubordana { jéfnu (62).

Af pessum stkum veljum vid ttferslu Wilkinsons & Householders adferd (sjd
[11]). Hdn er baedi hradvirk og krefst litils vinnsluminnis. Forritunin var fram-
kvaemd { C++ pvf forritunarmélio bydur upp 4 paegilega vinnslu med tvinntslur
og getur einnig gefid af sér hradvirkan keyrslukéda ef rétt er ad farid (sja t.d.
[13]).

Pad er gjarnan 1j6dur 4 hradvirkum forritum ad pau eru illskiljanleg og pvi
erfid til aflisunar og frekari préunar. Til pess ad leysa petta vandamil forum
vid pd leid ad sanna alla hluta forritsins, einingu fyrir einingu, og tryggjum vio
pannig ad forritid vinni rétt (sja [12]).

Hér & eftir fylgja hausaskrd og dtfeersluskrd fyrir fallid tri_diag() sem
kemur almennu Hermetisku fylki yfir 4 prihornalinuform eins og hér hefur verio

lyst.
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// tri.h:
// Hausaskra fyrir tri.cc - forrit sem kemur hermetisku fylki yfir
// & hornalinuform.

// Id: tri.h,v 1.1 1996/05/28 14:08:49 halldor Exp halldor

/* RCS log:

* Log: tri.h,v

* Revision 1.2 1996/01/25 03:09:15 halldor

* #ifndef skilyroi batt vid til ad koma i veg fyrir
* "multiple inclusion".

*

* Revision 1.1 1996/01/16 23:50:20 halldor

* Initial revision

*

*
~

#include <complex.h>

#ifndef TRI_H
#define TRI_H

//notkun: tri_diag( A, n );
//fyrir : A er nedra prihyrningsfylki sem inniheldur n(n+1)/2 stdk i

// satum [0..n(n+1)/2-1] og endurspeglar bannig hermetiskt
// n x n fylki, sem vid kéllum B. Tengsl milli staka i A og
// B eru:

// AL (2n-j+2)(G-1)/2 + i-j ], j<=1i

// B_ij =

// AL (2n-i+2)(i-1)/2 + j-i 1%, § >= i.

//

// par sem * taknar samokun.

//eftir: A er 4 prihornalinuformi med tilliti til B. bPad er:

//

// B_ij = 0, nema |i-j| <= 1.

//

void tri_diag( complex* A, int n );

#endif
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// tri.cc:
// Forrit sem kemur hermetisku fylki yfir 4 prihornalinuform med
// adferd Householder.

//
// (C) 1996, Halldér Fannar Gudjdénsson.

// Id: tri.cc,v 1.1 1996/05/28 14:08:49 halldor Exp halldor

// RCS Log:

// Log: tri.cc,v

// Revision 1.4 1996/05/28 12:39:59 halldor
// Utfarslan hefur ni verid soénnud ad fullu.

// Revision 1.3 1996/01/30 23:38:19 halldor
// Minnihdttar breytingar.

// Revision 1.2 1996/01/25 03:09:15 halldor
// Pessi titgafa virdist virka rétt. Um 80% algéritmans hafa verid
// sénnud. Parf ad klara sonnun og gera fleiri préf. Lofar gédu.

// Revision 1.1 1996/01/16 23:51:49 halldor
// Initial revision

#include "tri.h"
#include "precision.h"
#include <math.h>
#include <complex.h>
#include <iostream.h>

void tri_diag( complex* A, int n ) {
//Tékum fra minni fyrir helstu breytur:
int i,j,k;
int d[n+1], col[n+1];
scalar r, h2;
complex conj_r, gamma;
complex v[n],conj_vIn],uln],z[nl;
complex M[n] [n];

//Frumstillum vigur hornalinuvisanna p.a. A[d[i]] = a_i,1i:

d[1] = 0;

for( i =1; i < n; i++ ) {
//F.L. _1
// da[1] = \ (n-j+2), 1 <=1<=1i
// /_j=2

// og 1 <=1i <= n.
d[i+1] = d[i] + n - 1 + 1;

//Frumstillum vigur d4dlkvisanna p.a.

//

/7 { A[ col[jl +1i1, j<=1
// a_i,j= {

// { conj(A[ col[i]l + j 1), j >= 1i.
//
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for( i =1; i <=n; i++ ) A
//F.L. col[1l] = ( 2n-142 )( 1-1 )/2 - 1, 1 <=1 <= i-1
// og 1 <= i <= n+1.
col[i] = (( 2*n-i+2 )*(i-1))/2 - i;

}

int tmp_b;
int b = 1;
int e = d[2];

for( k = 1; k < (n-1); k++ ) {

//F.L. b =d[k] + 1 <=> A[b] = a_k+1,k
// e = d[k+1] <=> A[e-1] = a_n,k
//

// og stdkin A[0..b-1] eru komin & prihornalinuform
// og 1 <=k <= n-1.

//Akvordun r_k:
scalar tmp = scalar(0.0);
for( i =b; i < e; i++ ) {
//F.L. tmp = |A[b]|~2 + [A[b+1]|"2 + ... + |A[i-1]]|"2
// og b <=1i <= e.
tmp += norm(A[i]);
¥
r = sqrt(tmp);
//Akvérdun 2|h_k|~2:
scalar mag_a = abs( A[b] );
h2 = tmp + mag_a*r;

if( h2 !'= scalar(0.0) ) {

//Akvérdun r* og v[k]:

complex ctmp;

if( mag_a ) A
ctmp = scalar(1.0)/mag_a * A[b];
v[k] = ( mag_a + r )*ctmp;

conj_r = -r % ctmp;
}
else {

v[k] = conj_r = scalar(0.0);
}

//Akvordun v_k[]*:

tmp_b = b;

conj_v[k] = conj(v[k]);

for( i = k+1; i < nj; i++) {
//F.L. conj_v[j] = conj(A[b + (k-j)]), k+1 <= j <= i-1
// og k < i <= n.
conj_v[i] = conj(A[++tmp_bl);

}

//Nidllstilling og akvérdun u_k[]:
for( i =0; 1 < n; i++ ) uli] = scalar(0.0);
tmp_b = b;
complex mult = v[k];
for( j = k+1; j <= mn; j++ ) A
//F.L. sja fylgiskjal A, yrding 1.1.
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// fin.

for( i =k; 1 <=n; i++ ) {
//F.L. sja fylgiskjal A, yrding 1.2.
ifC§ > i)
uli-1] += conj(A[col[i]+j])*mult;
else
uli-1] += Afcol[jl+i]#mult;
}
mult = A[++tmp_b];

//Akvérdun gamma_k:
gamma = complex(scalar(0.0));
for( i =%k; i < nj; i++ ) {
//F.L. gamma = conj_v[k]*ul[k] + conj_v[k+1]*ul[k+1] +
// ... conj_v[i-1]*uli-1]
// og k <= i <= n.
gamma += conj_v[il*u[i];

}

//Akvérdun z_k[]:
scalar factorl = scalar(1.0)/h2;
complex factor2 = scalar(0.5)*gamma*factorl*factorl;
z[k-1] = scalar(1.0);
z[k] = factori*ul[k] - factor2*v[k];
tmp_b = b;
for( i = k+1; i < nj; i++ ) {
//F.L. sja fylgiskjal A, grein 2.1.
z[i] = factori*u[i] - factor2*A[++tmp_b];
}

//Akvordun A_k:
//Fyrst einfaldi hlutinn:
A[b] = conj_r;
complex multl, mult2;
for( j = k; j <mn; j++t ) {
tmp_b = d[j+1];
Altmp_b]l = A[tmp_b] - scalar(2.0)*real( z[jl*conj_v[j]
multl = conj(z[jl);
mult2 = conj_v[jl;
for( i = j+1; i < nj; i++ ) {
tmp_b++;
Altmp_b] = Altmp_b] - z[i]*mult2 - multi*A[b+i-k];

}

//Ferum okkur dfram um ddlk, hoppum yfir hornalinustakid:
b=e+ 1;

e = d[k+2];
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